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ABSTRAK

Kesan nanozarah hibrid terhadap aliran bendalir Eyring-Powell pada permukaan mengecut dengan halaju hukum kuasa 
dikaji. Penjelmaan keserupaan yang sesuai digunakan untuk mengubah persamaan menakluk kepada persamaan keserupaan. 
Penyelesai masalah nilai sempadan bvp4c dalam perisian MATLAB digunakan untuk mendapatkan penyelesaian berangka. 
Hasil kajian mendapati bahawa nanozarah hibrid meningkatkan kedua-dua kecerunan halaju dan suhu, yang seterusnya 
meningkatkan geseran pada permukaan dan kadar pemindahan haba masing-masing pada 5.01% dan 0.59% berbanding 
bendalir asas. Namun, kuantiti fizikal tersebut menurun dan domain penyelesaiannya terjejas dengan kehadiran parameter 
bendalir Eyring-Powell. Daripada analisis kestabilan, hanya satu daripada dua penyelesaian tersebut stabil dalam jangka 
masa panjang.
Kata kunci: Analisis kestabilan; Eyring-Powell; nanobendalir hibrid; penyelesaian dual; permukaan mengecut

ABSTRACT

The effect of hybrid nanoparticles on Eyring-Powell fluid flow over a shrinking sheet with power-law velocity is studied. 
The suitable similarity transformations are used to transform the governing equations into the similarity equations. The 
bvp4c solver in MATLAB software is employed to generate the numerical results. The outcomes show that the hybrid 
nanoparticles raise both the velocity and temperature gradients, which consequently increases the friction at the surface 
and the rate of heat transfer by 5.01% and 0.59%, respectively, compared with the base fluid. However, these physical 
quantities are reduced, and the domain of the solutions is affected in the presence of the Eyring-Powell fluid parameters. 
From the stability analysis, only one of the solutions is stable in the long run. 
Keywords: Dual solutions; Eyring-Powell; hybrid nanofluid; shrinking sheet; stability analysis

PENDAHULUAN

Bendalir yang bersifat tak Newtonan dengan ciri berbeza 
seperti kelikatan bergantung pada kadar ricih dan 
tegasan sering digunakan dalam industri pembuatan. 
Model bendalir ini dikelaskan berdasarkan ciri tertentu 
seperti penebalan ricih (dilatan) atau penipisan ricih 
(pseudoplastik). Bendalir penebalan ricih merupakan 
bendalir yang kepekatannya meningkat apabila dikenakan 
kadar ricih yang tinggi manakala bendalir penipisan 
ricih menunjukkan kelakuan bendalir Newtonan apabila 
kadar ricihnya mempunyai nilai yang sangat rendah atau 
tinggi. Disebabkan oleh kesesuaian bendalir ini dalam 
aplikasi industri termasuk kejuruteraan kuasa, kejuruteraan 

makanan dan pengeluaran petroleum, analisis bendalir tak 
Newtonan masih menarik minat penyelidik pada masa kini 
(Hayat et al. 2018).

Bendalir Eyring-Powell (Powell & Eyring 1944; 
Yoon & Ghajar 1987) adalah satu daripada bendalir tak 
Newtonan yang mempunyai faedah tertentu berbanding 
model lain. Menurut kajian oleh Bhatti et al. (2016), Riaz, 
Ellahi dan Sait (2021) dan Riaz et al. (2019), ketepatan 
model ini dibuktikan dalam mengira skala masa bendalir 
dalam pelbagai saiz polimer. Jalil, Asghar dan Imran 
(2013) dan Rosca dan Pop (2014) meneliti aliran bendalir 
Eyring-Powell dalam aliran bebas selari, manakala Akbar, 
Ebaid dan Khan (2015) dan Ara et al. (2014) masing-
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masing mengkaji kesan sinaran dan MHD. Selain itu, 
Ghadikolaei, Hosseinzadeh dan Ganji (2017) mengkaji 
aliran tak mantap dalam saluran meregang. Di samping 
itu, Fatunmbi dan Adeosun (2020) melaporkan aliran pada 
plat Riga menegak. Aljabali et al. (2021) pula mengkaji 
kesan kelikatan yang bergantung pada suhu. Kesan sinaran 
dan faktor sedutan/suntikan pula dilaporkan oleh Haldar, 
Mukhopadhyay dan Layek (2021).

Choi dan Eastman (1995) menggunakan istilah 
nanobendalir bagi menggambarkan campuran bendalir 
asas dan nanozarah. Pak dan Cho (1998) pula merupakan 
pengkaji terawal yang membangunkan korelasi 
termofizikal untuk nanobendalir. Penyerakan nanozarah 
dalam bendalir asas boleh meningkatkan kadar pemindahan 
haba bagi sesuatu bendalir, namun keputusan sebaliknya 
diperhatikan oleh mereka. Disebabkan keputusan uji kaji 
berdasarkan korelasi nanobendalir sedia ada bercanggah 
dengan jangkaan berangka, Ho et al. (2010) telah 
menambah baik korelasi tersebut. Hasilnya, mereka telah 
membangunkan korelasi nanobendalir Al2O3/air baharu 
dengan menyesuaikan keputusan uji kaji menggunakan 
lengkung kuasa dua terkecil. Sementara itu, nanobendalir 
hibrid telah direka bagi meningkatkan lagi keupayaan 
sesuatu bendalir dalam proses pemindahan haba dengan 
mempertimbangkan beberapa jenis nanozarah yang 
disebar dalam bendalir asas. Takabi dan Salehi (2014) 
telah memperkenalkan korelasi nanobendalir hibrid baharu 
yang telah disahkan keputusannya dengan keputusan uji 
kaji oleh Suresh et al. (2011). Selain itu, Khashi’ie et al. 
(2020) dan Waini, Ishak dan Pop (2021a, 2021b, 2021c) 
melaporkan analisis kestabilan temporal dalam aliran 
nanobendalir hibrid. Kajian lain mengenai nanobendalir 
hibrid boleh didapati dalam Li et al. (2022), Wakif et al. 
(2021) dan Waqas et al. (2021).

Aliran lapisan sempadan yang disebabkan oleh 
permukaan meregang/mengecut merupakan fenomena 
yang sering dijumpai dalam kejuruteraan industri 
dan proses pembuatan. Beberapa contoh proses yang 
melibatkan fenomena tersebut termasuklah penyemperitan 
polimer dan pembentukan dawai. Crane (1970) adalah 
yang terawal menyelidik masalah aliran pada permukaan 
meregang secara linear. Walau bagaimanapun, masalah 
permukaan mengecut telah menjadi topik yang menarik 
minat para penyelidik. Menurut Goldstein (1965), aliran 
yang dihasilkan oleh helaian mengecut pada asasnya 
adalah sejenis aliran ke belakang. Aliran jenis ini berbeza 
daripada permukaan meregang kerana wujudnya pusaran 
dalam lapisan sempadan seperti yang dibincangkan oleh 
Wang (1990). Oleh itu, kehadiran daya luaran diperlukan 
untuk mengatasi keadaan ini supaya aliran mantap terhasil. 
Dalam kajian Miklavčič dan Wang (2006), mereka 
mencadangkan bahawa faktor sedutan pada permukaan 
yang mencukupi diperlukan bagi menjana penyelesaian 
untuk kes permukaan mengecut. Selain itu, aliran pada 
permukaan meregang/mengecut secara tak linear telah 
dipertimbangkan oleh beberapa penyelidik, contohnya, 
Cortell (2012, 2007), Rohni, Ahmad dan Pop (2012) dan 
Vajravelu (2001).

Tujuan kajian ini adalah untuk menyelidik kesan 
nanozarah hibrid terhadap ciri aliran dan terma bagi 
bendalir Eyring-Powell pada permukaan mengecut dengan 
halaju hukum kuasa. Kajian terhadap penyelesaian dual 
bagi aliran bendalir Eyring-Powell dengan nanozarah 
hibrid belum pernah dipertimbangkan dalam kajian 
sebelum ini. Selain itu, kajian ini melaporkan nilai kritikal 
bagi parameter fizikal dan analisis kestabilan penyelesaian 
dual juga dijalankan.

RAJAH 1. Model fizikal aliran bendalir pada permukaan mengecut
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FORMULASI MATEMATIK

Pertimbangkan model fizikal bagi aliran bendalir 
Eyring-Powell pada permukaan mengecut dengan 
nanozarah hibrid seperti yang ditunjukkan dalam  
Rajah 1. Diandaikan bahawa halaju regangan diberikan 
oleh 1/3( )wu x ax= dengan  mewakili regangan 
dan  mewakili kecutan. Selain itu, fluks sinaran 
haba diberikan sebagai 4(4 3 )( )rq k T yσ ∗ ∗= − ∂ ∂  
yang  4 3 44 3T T T T∞ ∞≅ − . Simbol σ ∗  dan k∗  masing-
masing adalah pekali Stefan-Boltzmann dan pekali 
penyerapan purata Rosseland (Rosseland 1931) dan T 
adalah suhu bendalir.
Merujuk kepada kajian oleh Haldar, Mukhopadhyay dan 
Layek (2021), Roşca dan Pop (2014) dan Waini, Ishak dan 
Pop (2021b), persamaan lapisan sempadan bagi aliran ini 
diberi oleh
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tertakluk kepada syarat sempadan:
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dengan  adalah komponen halaju dalam arah x dan 
 dalam arah y;  adalah fluks jisim permukaan dan 
 adalah suhu bendalir. Selanjutnya, β  dan δ  adalah 

parameter bendalir Eyring-Powell;  adalah kelikatan 
dinamik;  adalah ketumpatan;  adalah kekonduksian 
terma; dan  adalah kapasiti haba. Sementara itu, 
sifat termofizikal bagi nanozarah AA7075, AA7072, dan 
metanol diberikan dalam Jadual 1. Simbol  dan  
masing-masing mewakili nanozarah AA7075 dan AA7072. 
Manakala, sifat termofizikal nanobendalir hibrid diberikan 
dalam Jadual 2.
Penjelmaan keserupaan berikut diperkenalkan (Haldar, 
Mukhopadhyay & Layek 2021):
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yang (0)f S=  adalah parameter fluks jisim.

JADUAL 1. Sifat termofizikal nanozarah AA7075, AA7072 dan metanol (Tlili et al. 2020)

Sifat termofizikal Nanozarah Bendalir asas
AA7075 AA7072 Metanol

2810 2720 792

960 893 2545

173 222 0.2035

Nombor Prandtl, 7.38
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Dengan menggunakan penjelmaan tersebut, penyelesaian 
keserupaan berikut diperoleh:

( )2 2
1 1 1

1 0
2

1 2
3

hnf

hnf f f

f f ff f
µ

β β δ
ρ ρ µ

 
′′ ′′′+ −   −


′+ ′


′ =

(8)

( )2 2
1 1 1

1 0
2

1 2
3

hnf

hnf f f

f f ff f
µ

β β δ
ρ ρ µ

 
′′ ′′′+ −   −


′+ ′


′ =

( ) ( )
1 1 4 0
Pr 3

hnf

fp phnf f

R
kC

f
k

Cρ
θ θ

ρ

 
′′ ′+ + =  

 
(9)

( ) ( )
1 1 4 0
Pr 3

hnf

fp phnf f

R
kC

f
k

Cρ
θ θ

ρ

 
′′ ′+ + =  

 

tertakluk kepada syarat sempadan:

(0) , (0) , (0) 1;
( ) 0, ( ) 0 apabila

f S f
f

λ θ
η θ η η

′= = =
′ → → →∞ (10)
(0) , (0) , (0) 1;
( ) 0, ( ) 0 apabila

f S f
f

λ θ
η θ η η

′= = =
′ → → →∞

dengan 1λ =  (permukaan meregang) dan 1λ = −  
(permukaan mengecut). Selanjutnya, parameter bendalir 
Eyring-Powell 1β  dan 1δ , parameter sinaran haba R 
dan nombor Prandtl Pr ditakrifkan sebagai:
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Kuantiti fizikal yang dipertimbangkan adalah pekali 
geseran pada permukaan  dan kadar pemindahan haba 
(nombor Nusselt) setempat  berikut:
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yang  adalah tegasan ricih pada permukaan dan  
adalah fluks haba, yang diberi oleh:
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dengan 1/23 Re
2 f xC  adalah pekali geseran kulit (CFX) dan 
1/23 Re

2 x xNu −  adalah nombor Nusselt setempat (NUX) yang 
( )Re
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JADUAL 2. Sifat termofizikal nanobendalir hibrid (Waini, Ishak & Pop 2021b)

Sifat termofizikal Nanobendalir hibrid

Kelikatan dinamik

 
Halaman Dokumen Pruf Pembetulan 

3231 Rujuk Persamaan (2)  

3232 Rujuk Jadual 2 

JADUAL 2. Sifat termofizikal nanobendalir hibrid (Waini, Ishak & Pop 2021b) 
Sifat termofizikal Nanobendalir hibrid

Kelikatan dinamik  

Kapasiti haba  

Ketumpatan  

Kekonduksian terma 

 

3232 Rujuk Persamaan (8) 
 

 

Kapasiti haba

 
Halaman Dokumen Pruf Pembetulan 

3231 Rujuk Persamaan (2)  

3232 Rujuk Jadual 2 

JADUAL 2. Sifat termofizikal nanobendalir hibrid (Waini, Ishak & Pop 2021b) 
Sifat termofizikal Nanobendalir hibrid

Kelikatan dinamik  

Kapasiti haba  

Ketumpatan  

Kekonduksian terma 

 

3232 Rujuk Persamaan (8) 
 

 

Ketumpatan

 
Halaman Dokumen Pruf Pembetulan 

3231 Rujuk Persamaan (2)  

3232 Rujuk Jadual 2 

JADUAL 2. Sifat termofizikal nanobendalir hibrid (Waini, Ishak & Pop 2021b) 
Sifat termofizikal Nanobendalir hibrid

Kelikatan dinamik  

Kapasiti haba  

Ketumpatan  

Kekonduksian terma 

 

3232 Rujuk Persamaan (8) 
 

 

Kekonduksian terma

 
Halaman Dokumen Pruf Pembetulan 

3231 Rujuk Persamaan (2)  

3232 Rujuk Jadual 2 

JADUAL 2. Sifat termofizikal nanobendalir hibrid (Waini, Ishak & Pop 2021b) 
Sifat termofizikal Nanobendalir hibrid

Kelikatan dinamik  

Kapasiti haba  

Ketumpatan  

Kekonduksian terma 

 

3232 Rujuk Persamaan (8) 
 

 



3233

ANALISIS KESTABILAN

Bagi menentukan kestabilan jangka panjang penyelesaian 
tak unik yang diperoleh, analisis kestabilan temporal 
dilakukan terhadap masalah nilai sempadan (8)-(10) 
dengan merujuk kepada kajian oleh Merkin (1986), Roşca 
dan Pop (2014) dan Weidman, Kubitschek dan Davis 
(2006). Seperti dalam kajian tersebut, pemboleh ubah 
berikut diperkenalkan:
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Pertimbangkan persamaan tak mantap untuk persamaan 
(2) dan (3):
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dengan persamaan (1) kekal tidak berubah. Kemudian, 
diperoleh:
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JADUAL 3. Nilai (0)f ′′ dan (0)θ ′−  untuk beberapa nilai 1β  apabila 1 2 0φ φ= = , 1 0.1,δ =  2,R = Pr 0.7,=  0.5,S =  dan 
1.λ =

 Haldar, Mukhopadhyay dan Layek (2021) Hasil kajian

1β (0)f ′′ (0)θ ′− (0)f ′′ (0)θ ′−

0 -1.129780 0.226985 -1.129780 0.226982
0.2 -1.008180 0.238440 -1.008182 0.238437
0.4 -0.915892 0.248263 -0.915891 0.248261
0.6 -0.843226 0.256796 -0.843224 0.256793
0.8 -0.784329 0.264287 -0.784328 0.264284
1 -0.735473 0.270924 -0.735472 0.270922
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3238 Rujuk perenggan berikut 

Secara terperinci, Rajah 2 dan 3 memaparkan perubahan CFX dan NUX terhadap S 

untuk beberapa nilai  dan . Diperhatikan bahawa CFX dan NUX meningkat dengan 

lebih ketara apabila parameter nanozarah hibrid dipertimbangkan berbanding bendalir 

asas dan nanobendalir biasa. Selain itu, perubahan kecil dapat dilihat pada nilai kritikal S 

apabila nilai  dan  yang berlainan dipertimbangkan. 
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Nilai eigen  terkecil untuk pelbagai nilai S dipaparkan dalam Rajah 8. Berpandukan 

persamaan (22), nilai positif bagi  menyebabkan penyusutan gangguan dalam masa 

panjang  , bermaksud aliran adalah stabil. Perkara sebaliknya berlaku bagi nilai 

eigen  yang negatif. Daripada rajah tersebut, jelas menunjukkan bahawa penyelesaian 

pertama memberi nilai  positif manakala penyelesaian kedua memberi nilai  negatif. 

Ini membawa maksud hanya satu daripada penyelesaian tersebut yang stabil dalam masa 

panjang. Selain itu, dapat diperhatikan bahawa nilai eigen  menuju ke nilai sifar sama 

ada bagi penyelesaian pertama atau penyelesaian kedua apabila nilai S menghampiri S . 

Pemerhatian ini menggambarkan bahawa peralihan nilai eigen  berlaku pada titik 

percabangan. 
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JADUAL 5. Nilai NUX apabila 1 0.1,δ =  2,S R= =  dan Pr 7.38.=

  NUX

λ 1β 1 2 0φ φ= = 1 20.01, 0φ φ= = 1 2 0.01φ φ= =

1 0 15.844365 15.901237 15.938588
 0.05 15.857785 15.914460 15.951609
 0.1 15.870451 15.926957 15.963933
-1 0 13.213273 13.252059 13.269393
 0.05 13.162387 13.201922 13.219694
 0.1 13.105002 13.145668 13.163992

JADUAL 4. Nilai CFX apabila 
1 0.1,δ =  2,S R= =  dan Pr 7.38.=

  CFX

λ 1β 1 2 0φ φ= = 1 20.01, 0φ φ= = 1 2 0.01φ φ= =

1 0 -2.318756 -2.377828 -2.434833
 0.05 -2.331750 -2.390822 -2.447824
 0.1 -2.344722 -2.403795 -2.460795
-1 0 1.462595 1.499896 1.533554
 0.05 1.411232 1.448663 1.482081
 0.1 1.347027 1.385169 1.418532
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RAJAH 8. Nilai eigen terkecil terhadap

KESIMPULAN

Aliran bendalir Eyring-Powell terhadap permukaan mengecut dengan kesan nanozarah hibrid 

telah dikaji. Persamaan aliran dijelmakan daripada persamaan pembezaan separa kepada 

persamaan pembezaan biasa (keserupaan). Kemudian, keputusan berangka diperoleh dengan 

bantuan fungsi bvp4c dalam perisian MATLAB. Perbandingan antara keputusan berangka 

kajian ini dengan kajian terdahulu dilakukan, bagi kes khas kajian ini. Keputusan

menunjukkan hasil yang sangat baik. Hasil kajian menunjukkan bahawa kehadiran nanozarah 

hibrid meningkatkan pekali geseran pada permukaan dan kadar pemindahan haba bendalir 

masing-masing dengan kadar 5.01% dan 0.59% peningkatan berbanding bendalir asas. 

Sebaliknya, parameter bendalir Eyring-Powell menyebabkan kuantiti fizikal tersebut 

menurun. Analisis kestabilan temporal dilakukan untuk menyemak kestabilan penyelesaian

berangka yang diperoleh. Didapati bahawa hanya satu daripada dua penyelesaian tersebut 

yang stabil, dalam tempoh tempoh panjang. 

RAJAH 8. Nilai eigen 

3234 Rujuk Rajah 2 Rajah 2 Perubahan CFX terhadap  untuk beberapa nilai   dan  

3235 Rujuk Rajah 3 
Rajah 3 Perubahan NUX terhadap  untuk beberapa nilai   dan  

 

3236 Rujuk Rajah 8 
Rajah 8 Nilai eigen  terkecil terhadap  

 

3238 Rujuk perenggan berikut 

Secara terperinci, Rajah 2 dan 3 memaparkan perubahan CFX dan NUX terhadap S 

untuk beberapa nilai  dan . Diperhatikan bahawa CFX dan NUX meningkat dengan 

lebih ketara apabila parameter nanozarah hibrid dipertimbangkan berbanding bendalir 

asas dan nanobendalir biasa. Selain itu, perubahan kecil dapat dilihat pada nilai kritikal S 

apabila nilai  dan  yang berlainan dipertimbangkan. 

3238 Rujuk perenggan berikut 

Nilai eigen  terkecil untuk pelbagai nilai S dipaparkan dalam Rajah 8. Berpandukan 

persamaan (22), nilai positif bagi  menyebabkan penyusutan gangguan dalam masa 

panjang  , bermaksud aliran adalah stabil. Perkara sebaliknya berlaku bagi nilai 

eigen  yang negatif. Daripada rajah tersebut, jelas menunjukkan bahawa penyelesaian 

pertama memberi nilai  positif manakala penyelesaian kedua memberi nilai  negatif. 

Ini membawa maksud hanya satu daripada penyelesaian tersebut yang stabil dalam masa 

panjang. Selain itu, dapat diperhatikan bahawa nilai eigen  menuju ke nilai sifar sama 

ada bagi penyelesaian pertama atau penyelesaian kedua apabila nilai S menghampiri S . 

Pemerhatian ini menggambarkan bahawa peralihan nilai eigen  berlaku pada titik 

percabangan. 

 terkecil terhadap 3234 Rujuk Rajah 2 Rajah 2 Perubahan CFX terhadap  untuk beberapa nilai   dan  

3235 Rujuk Rajah 3 
Rajah 3 Perubahan NUX terhadap  untuk beberapa nilai   dan  

 

3236 Rujuk Rajah 8 
Rajah 8 Nilai eigen  terkecil terhadap  

 

3238 Rujuk perenggan berikut 

Secara terperinci, Rajah 2 dan 3 memaparkan perubahan CFX dan NUX terhadap S 

untuk beberapa nilai  dan . Diperhatikan bahawa CFX dan NUX meningkat dengan 

lebih ketara apabila parameter nanozarah hibrid dipertimbangkan berbanding bendalir 

asas dan nanobendalir biasa. Selain itu, perubahan kecil dapat dilihat pada nilai kritikal S 

apabila nilai  dan  yang berlainan dipertimbangkan. 

3238 Rujuk perenggan berikut 

Nilai eigen  terkecil untuk pelbagai nilai S dipaparkan dalam Rajah 8. Berpandukan 

persamaan (22), nilai positif bagi  menyebabkan penyusutan gangguan dalam masa 

panjang  , bermaksud aliran adalah stabil. Perkara sebaliknya berlaku bagi nilai 

eigen  yang negatif. Daripada rajah tersebut, jelas menunjukkan bahawa penyelesaian 

pertama memberi nilai  positif manakala penyelesaian kedua memberi nilai  negatif. 

Ini membawa maksud hanya satu daripada penyelesaian tersebut yang stabil dalam masa 

panjang. Selain itu, dapat diperhatikan bahawa nilai eigen  menuju ke nilai sifar sama 

ada bagi penyelesaian pertama atau penyelesaian kedua apabila nilai S menghampiri S . 

Pemerhatian ini menggambarkan bahawa peralihan nilai eigen  berlaku pada titik 

percabangan. 

RAJAH 6. Profil halaju untuk beberapa nilai

RAJAH 7. Profil suhu untuk beberapa nilai

RAJAH 6. Profil halaju  untuk beberapa nilai 1β
RAJAH 6. Profil halaju untuk beberapa nilai

RAJAH 7. Profil suhu untuk beberapa nilaiRAJAH 7. Profil suhu  untuk beberapa nilai 1β



3237

( ) ( )
2

2
1 1 4 3 0
Pr 3 2

hnf

fp phnf f

f fR f
k
kC C η η Γ Γ η Γ

θ Γ
η

θ
ρ ρ

θ θ θ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− + −

∂ ∂

   
+ + =       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

(20)

( ) ( )
2

2
1 1 4 3 0
Pr 3 2

hnf

fp phnf f

f fR f
k
kC C η η Γ Γ η Γ

θ Γ
η

θ
ρ ρ

θ θ θ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− + −

∂ ∂

   
+ + =       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

tertakluk kepada syarat sempadan:

(0, ) (0, ) , (0, ) , (0, ) 1;

( , ) 0, ( , ) 0 as

f ff S

f

Γ Γ Γ Γ λ θ Γ
Γ η

η Γ θ η Γ η
η

∂ ∂
− = = =

∂ ∂
∂

→ → →∞
∂ (21)(0, ) (0, ) , (0, ) , (0, ) 1;

( , ) 0, ( , ) 0 as

f ff S

f

Γ Γ Γ Γ λ θ Γ
Γ η

η Γ θ η Γ η
η

∂ ∂
− = = =

∂ ∂
∂

→ → →∞
∂

(0, ) (0, ) , (0, ) , (0, ) 1;

( , ) 0, ( , ) 0 as

f ff S

f

Γ Γ Γ Γ λ θ Γ
Γ η

η Γ θ η Γ η
η

∂ ∂
− = = =

∂ ∂
∂

→ → →∞
∂

Fungsi usikan berikut diperkenalkan (Weidman, 
Kubitschek & Davis 2006):

0 0( , ) ( ) ( , ), ( , ) ( ) ( , )f f e F e HαΓ αΓη Γ η η Γ θ η Γ θ η η Γ− −= + = +
(22)

0 0( , ) ( ) ( , ), ( , ) ( ) ( , )f f e F e HαΓ αΓη Γ η η Γ θ η Γ θ η η Γ− −= + = +

yang ( , )F η Γ  dan ( , )H η Γ  adalah fungsi arbitrari dan α  
adalah parameter nilai eigen. Dengan mempertimbangkan 

0Γ = , oleh itu, 0( , ) ( )F Fη Γ η=  dan 0( , ) ( )G Gη Γ η= . 
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panjang. Selain itu, dapat diperhatikan bahawa nilai eigen  menuju ke nilai sifar sama 

ada bagi penyelesaian pertama atau penyelesaian kedua apabila nilai S menghampiri S . 

Pemerhatian ini menggambarkan bahawa peralihan nilai eigen  berlaku pada titik 

percabangan. 

 dalam persamaan (23) 
dan (24), syarat sempadan  apabila  

direhatkan dan digantikan dengan , (Harris, 
Ingham dan Pop 2009).

HASIL DAN PERBINCANGAN

Sistem persamaan (8)-(10) diselesaikan secara berangka 
dengan bantuan fungsi bvp4c dalam perisian MATLAB. 
Pertama sekali, sistem persamaan ini diturunkan kepada 
sistem persamaan pembezaan biasa peringkat pertama. 
Kaedah ini diterangkan secara terperinci dalam buku oleh 
Shampine, Gladwell dan Thompson (2003).

Kejituan nilai berangka bagi kajian ini disahkan 
dengan membuat perbandingan bagi nilai (0)f ′′  dan 

(0)θ ′−  dengan kajian terdahulu. Seperti yang ditunjukkan 
dalam Jadual 3, keputusan berangka yang diperoleh 
menunjukkan hasil perbandingan yang sangat baik dengan 
hasil diperoleh oleh Haldar, Mukhopadhyay dan Layek 
(2021) bagi kes khas kajian ini. 

Selain itu, Jadual 4 dan 5 disediakan untuk 
menunjukkan magnitud pekali geseran permukaan (CFX) 
dan nombor Nusselt setempat (NUX) dengan kesan 
beberapa parameter. Didapati bahawa magnitud bagi 
CFX dan NUX meningkat dengan nilai 1β  yang lebih 
besar bagi kes permukaan meregang ( 1λ = ). Namun, 
tingkah laku yang bertentangan diperhatikan apabila 
kes permukaan mengecut ( 1λ = − ) dipertimbangkan. 
Sementara itu, kesan nanozarah  
menunjukkan peningkatan terhadap magnitud bagi 
CFX dan NUX dengan kadar peningkatannya masing-
masing adalah 2.55% dan 0.36%. Namun, peningkatan 
yang lebih ketara diperhatikan apabila nanozarah hibrid 

 dipertimbangkan dengan 5.01% dan 
0.59% kadar peningkatan berbanding bendalir asas bagi 
kes 1 0β =  dan 1λ = . Pemerhatian ini menyokong fakta 
bahawa nanobendalir hibrid menunjukkan ciri terma yang 
lebih baik berbanding dengan kedua-dua bendalir asas 
dan nanobendalir yang mengandungi nanozarah tunggal, 
disebabkan oleh kesan sinergistik nanozarah tersebut.

Rajah 2 hingga 5 menunjukkan perubahan CFX 
dan NUX terhadap parameter sedutan, S untuk beberapa 
nilai parameter terpilih. Didapati bahawa penyelesaian 
dual (penyelesaian pertama dan penyeleasaian kedua) 
wujud sehingga nilai kritikal S. Ini membuktikan bahawa 
parameter sedutan diperlukan untuk menjana penyelesaian 
dual pada permukaan mengecut. Tiada penyelesaian 
diperoleh melebihi nilai kritikal ini kerana lapisan 
sempadan telah terpisah dari permukaan. Daripada rajah 
tersebut, penyelesaian pertama diwakili oleh garis padu 
manakala penyelesaian kedua diwakili oleh garis putus-
putus.

Secara terperinci, Rajah 2 dan 3 menunjukkan 
perubahan CFX dan NUX terhadap S untuk beberapa nilai  
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 yang berlainan 
dipertimbangkan. Berdasarkan pengiraan berangka, 
nilai kritikal S untuk kes bendalir asas ( 1 2 0φ φ= = ), 
nanobendalir ( 1 20.01, 0φ φ= = ) dan nanobendalir hibrid (

1 2 0.01φ φ= = ) masing-masing adalah Sc = 1.9449, 1.9427 
dan 1.9425.
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 dan 
1β  diberikan dalam Rajah 4 dan 5. Berlaku penurunan 

terhadap nilai CFX dan NUX bagi nilai 1β  yang lebih 
besar untuk penyelesaian pertama. Namun, tingkah laku 
sebaliknya diperhatikan untuk penyelesaian kedua. Julat 
penyelesaian keserupaan diperluas dengan nilai kritikal 
Sc = 1.8569, 1.9001 dan 1.9425 bagi nilai 1β  =0, 0.05, 
dan 0.1. Sementara itu, Rajah 6 dan 7 pula menunjukkan 
profil halaju dan suhu untuk beberapa nilai parameter 

1β . Didapai bahawa profil tersebut memenuhi syarat 
sempadan, justeru mengesahkan keputusan berangka yang 
diperoleh. Selain itu, ketebalan lapisan sempadan halaju 
dan suhu meningkat dengan nilai 1β  yang lebih besar 
untuk penyelesaian pertama. Secara fizikal, tingkah laku 
ini disebabkan oleh kelikatan bendalir menjadi kurang likat 
yang menyebabkan halaju bendalir berkurangan. Begitu 
juga, suhu yang lebih tinggi diperhatikan apabila nilai 1β  
yang lebih besar dipertimbangkan. Namun, penyelesaian 
kedua menunjukkan tingkah laku yang bertentangan.
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3234 Rujuk Rajah 2 Rajah 2 Perubahan CFX terhadap  untuk beberapa nilai   dan  

3235 Rujuk Rajah 3 
Rajah 3 Perubahan NUX terhadap  untuk beberapa nilai   dan  

 

3236 Rujuk Rajah 8 
Rajah 8 Nilai eigen  terkecil terhadap  

 

3238 Rujuk perenggan berikut 

Secara terperinci, Rajah 2 dan 3 memaparkan perubahan CFX dan NUX terhadap S 

untuk beberapa nilai  dan . Diperhatikan bahawa CFX dan NUX meningkat dengan 

lebih ketara apabila parameter nanozarah hibrid dipertimbangkan berbanding bendalir 

asas dan nanobendalir biasa. Selain itu, perubahan kecil dapat dilihat pada nilai kritikal S 

apabila nilai  dan  yang berlainan dipertimbangkan. 

3238 Rujuk perenggan berikut 

Nilai eigen  terkecil untuk pelbagai nilai S dipaparkan dalam Rajah 8. Berpandukan 

persamaan (22), nilai positif bagi  menyebabkan penyusutan gangguan dalam masa 

panjang  , bermaksud aliran adalah stabil. Perkara sebaliknya berlaku bagi nilai 

eigen  yang negatif. Daripada rajah tersebut, jelas menunjukkan bahawa penyelesaian 

pertama memberi nilai  positif manakala penyelesaian kedua memberi nilai  negatif. 

Ini membawa maksud hanya satu daripada penyelesaian tersebut yang stabil dalam masa 

panjang. Selain itu, dapat diperhatikan bahawa nilai eigen  menuju ke nilai sifar sama 

ada bagi penyelesaian pertama atau penyelesaian kedua apabila nilai S menghampiri S . 

Pemerhatian ini menggambarkan bahawa peralihan nilai eigen  berlaku pada titik 

percabangan. 

 terkecil untuk pelbagai nilai S 
ditunjukkan dalam Rajah 8. Berpandukan persamaan (22), 
nilai positif bagi 

3234 Rujuk Rajah 2 Rajah 2 Perubahan CFX terhadap  untuk beberapa nilai   dan  

3235 Rujuk Rajah 3 
Rajah 3 Perubahan NUX terhadap  untuk beberapa nilai   dan  

 

3236 Rujuk Rajah 8 
Rajah 8 Nilai eigen  terkecil terhadap  

 

3238 Rujuk perenggan berikut 

Secara terperinci, Rajah 2 dan 3 memaparkan perubahan CFX dan NUX terhadap S 

untuk beberapa nilai  dan . Diperhatikan bahawa CFX dan NUX meningkat dengan 

lebih ketara apabila parameter nanozarah hibrid dipertimbangkan berbanding bendalir 

asas dan nanobendalir biasa. Selain itu, perubahan kecil dapat dilihat pada nilai kritikal S 

apabila nilai  dan  yang berlainan dipertimbangkan. 

3238 Rujuk perenggan berikut 

Nilai eigen  terkecil untuk pelbagai nilai S dipaparkan dalam Rajah 8. Berpandukan 

persamaan (22), nilai positif bagi  menyebabkan penyusutan gangguan dalam masa 

panjang  , bermaksud aliran adalah stabil. Perkara sebaliknya berlaku bagi nilai 

eigen  yang negatif. Daripada rajah tersebut, jelas menunjukkan bahawa penyelesaian 

pertama memberi nilai  positif manakala penyelesaian kedua memberi nilai  negatif. 

Ini membawa maksud hanya satu daripada penyelesaian tersebut yang stabil dalam masa 

panjang. Selain itu, dapat diperhatikan bahawa nilai eigen  menuju ke nilai sifar sama 

ada bagi penyelesaian pertama atau penyelesaian kedua apabila nilai S menghampiri S . 

Pemerhatian ini menggambarkan bahawa peralihan nilai eigen  berlaku pada titik 

percabangan. 

 menyebabkan penyusutan gangguan 
dalam masa panjang Γ →∞, bermaksud aliran adalah 
stabil. Perkara sebaliknya berlaku bagi nilai eigen 
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KESIMPULAN

Aliran bendalir Eyring-Powell terhadap permukaan 
mengecut dengan kesan nanozarah hibrid telah dikaji. 
Persamaan aliran dijelmakan daripada persamaan 
pembezaan separa kepada persamaan pembezaan biasa 
(keserupaan). Kemudian, keputusan berangka diperoleh 
dengan bantuan fungsi bvp4c dalam perisian MATLAB. 
Perbandingan antara keputusan berangka kajian ini 
dengan kajian terdahulu dilakukan, bagi kes khas kajian 
ini. Keputusan menunjukkan hasil yang sangat baik. 
Hasil kajian menunjukkan bahawa kehadiran nanozarah 
hibrid meningkatkan pekali geseran pada permukaan dan 

kadar pemindahan haba bendalir masing-masing dengan 
kadar 5.01% dan 0.59% peningkatan berbanding bendalir 
asas. Sebaliknya, parameter bendalir Eyring-Powell 
menyebabkan kuantiti fizikal tersebut menurun. Analisis 
kestabilan temporal dilakukan untuk menyemak kestabilan 
penyelesaian berangka yang diperoleh. Didapati bahawa 
hanya satu daripada dua penyelesaian tersebut yang stabil, 
dalam tempoh tempoh panjang. 
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